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Di6ssy Miklés - WXPC5Q Kaotikus dinamika A logisztikus leképezés...

Kivonat

Az el6adds masodik feladata sordn a logisztikus leképezés és Lorenz-modell segitségével egyszeri dina-
mikai rendszerek potencidlis kaotikus viselkedését vetjiik gorcs6 ald. Feladataink kozott szerepel a logisztikus
leképezés bifurkéciés diagramjanak és Ljapunov-exponenseinek meghatdrozasa, valamint a Lorenz-modell kii-
16n6s attraktoranak dbrazolasa és fraktal-dimenzi6janak szdmolasa.

1. A LOGISZTIKUS LEKEPEZES BIFURKACIOS DIAGRAMJA

A logisztikus egyenlet fogalma a populdciédinamika tertiletérél régéta ismert fogalom. Tegyiik fel, hogy egy
olyan faj népességének (N) alakuldsat vizsgédljuk, melynek egyedei valamilyen b szaporodasi rataval sziiletnek
és d haldlozasi rataval pusztulnak el, tovabba tételezziik fel, hogy a kornyezet nem képes tetsz6leges méretii
populaci6 maradéktalan elldtdsdra, igy a szaporulatnak valamilyen K maximum elérésekor tet6znie is kell.
Megmutathat6 [1], hogy a populdci6 alakuldsit meghatdrozé dinamikai egyenlet a kovetkez6 alakban irhato fel:

dN
S = (@ DNFN), (1.1)

ahol f(N) egy lehetséges egyszeri alakja:
f(N) =(1-N/K). (1.2)
Ekkor bevezetve az r = (a — b) és X = N/K jeloléseket, a dinamikai egyenlet a logisztikus egyenlet alakjat olti:

% =rX(1-X). (1.3)

A fenti egyenlet numerikus megfelel6jének, a logisztikus leképezésnek az egyenlete:
Xip1 = rXe(1 - Xy), (1.4)
Mely az r kontroll-paraméter megvaltoztatasanak fliggvényében kiilonb6z6 érdekes tulajdonsdgokat mutat [2]:

e Amennyiben 0 < r < 1, a populécié tagjai gyorsabban halnak mint szaporodnak, s igy elébb vagy utébb,
de meggatolhatatlanul a kipusztulds sorsara karhozédnak.

e Amennyiben 1 < r < 2, a populéci6 gyorsan az (r — 1) /r értéknél szaturdl.

e FErdekes médon a 2 < r < 3 paramétervalasztds az el6z6 pont szaturaciGjat eredményezi, de erételjes
fluktudcidk tapasztalhatok eltte.

e A3 < r < /6 intervallumban meghatérozott kontroll-paraméter értékek esetén kezdeti értéktél fiiggetle-
niil, a populdcié két érték kozotti oszcillacidja figyelhetd meg.

e Ha /6 < r < 3.54409, akkor a népesség egy staciondrius, de négy érték koriil oszcilldlé végallapothoz
tart.

o Az r > 3.54409-es esetekben az oszcillaciés értékek kozott folytonos periddus-kett6zédést (bifurkacio)
figyelhetiink meg. El6szor 8, 16, majd 32, stb...

o A periéduskett6z6dés valahol r = 3.56995-nél ér véget. Ef6lott a kaotikus tartomanyba 1épiink.

o Tovabbi érdekesség, hogy a kaotikus tartomanyban is akadnak olyan paraméter-értékek, melyek egy stabil
allapotot eredményeznek (ezeket stabilitasi szigeteknek is szokds nevezni).

A fent részletezett folyamatot illusztralja maradéktalanul a leképezés bifurkaciés diagramja (1. dbra), mely
r fliggvényében dbrazolja a staciondrius x értékeket. A diagram elkészitéséhez sziikséges (R nyelven megirt)
programkédomat a fiiggelékben mellékeltem. Ebben egy 0 és 1 kozotti egyenletes eloszlasbol szdrmazo kezdeti
xo értékbdl kiindulva, r értékét 2 és 4 kozott 0.00005-0s 1épéskozokkel noveltem, majd az esetleges fluktudciok
lecsengésének id6t hagyva, az 1000. iterdcio értékét jeloltem ki a rendszer staciondrius allapotaként.
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A logisztikus leképezés bifurkaciés diagramja
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1. dbra. A logisztikus leképezés bifurkdcids diagramja. A kiilonboz6 r paramétereknél egyértelmiien megfigyelhets a rendszer (népes-
ség) végillapota, illetve szépen kivehetd a bifurkdciés szekvencia, illetve a kaotikus tartomdny kezdete is. Tovdbbi érdekesség a kaotikus
tartomdnyban megfigyelhetd "nyugalom” szigeteinek jelenléte.

2. A LJAPUNOV-EXPONENS VIZSGALATA

Egy dinamikai rendszer Ljapunov-exponense (A) a rendszer kezdeti-érték érzékenységének kvantitativ mérté-
ke. Lényegében a hiba exponencialis novekedését mérhetjiik vele. Amennyiben a rendszer € kiindulési hibaval
rendelkezik, és Ljapunov-exponense In |c|, akkor 7 iterdciét kovetden c"e hibdra szamithatunk. A logisztikus le-
képezéshez hasonl6 diszkrét rendszerek (x;1 = f(x¢)) Ljapunov-exponensét a kovetkezé modon szédmolhatjuk

(3]:

n—

A= tim L5 In e, 2.1)
0

t—oo 1 i-

ami a logisztikus leképezés esetén a kovetkez6t fogja jelenteni:
1
A [n|r(1 —2x,_1)| +1In|r(1 = 2x,2)| + - +1In|r(1 — 2xp)|] (2.2)

Lathat6 tehat, hogy az egyes dinamikai tartomanyok Ljapunov-exponensei az r kontrollparaméter fiiggvényei
lesznek, igy érdemes a fenti teljes tartomanyban vizsgalni a kitev® alakulasat. Elméleti tapasztalatainkbdl tud-
juk, hogy amennyibe A < 0, a rendszer egy attraktiv (periodikus) palyaval rendelkezik, a kezdeti tranziensek pe-
dig exp(A)-szerint fognak lecsengeni. Pozitiv kitev$ esetén azonban az enyhén eltérd kezdeti feltétellel inditott
rendszerek fazistereinek trajektoridi exp(A)-szerint fognak eltdvolodni egymadstol, a dinamika ekkor kaotikus.
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A Ljapunov exponens a kontrollparaméter fliggvényében
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2. dbra. A logisztikus leképezés Ljapunov-exponenseinek alakuldsa a kontroll-paraméter fiigguényében. Lathatd, hogy az attraktiv pdlydk
tartomdnydban a kitevs negativ, a bifurkdciék megtorténtekor éppen 0, a kaotikus tartomdnyban pedig pozitiv értékekkel bir.

A Ljapunov-exponenst a 2.2. egyenletet megval6sitd R sorait az el6z6ekhez hasonléan a fiiggelékben mel-
lékeltem, az eredményt pedig a 2. dbran illusztrdlom. Az dbrara tekintve egyértelmtien lathat6, hogy mig a
kezdeti stabil trajektéridju dinamikai tartoményban a kitev6 végig negativ, addig a bifurkadciék megtorténtekor
pontosan nulla, a kaotikus tartomadnyban pedig pozitiv értékeket vesz fel.

3. A LORENZ-MODELL SZIMULACIOJA

A Lorenz-modell alatt egy olan kozonséges differencidlegyenlet-rendszert értiink, mely az atmoszférdban ta-
pasztalhaté konvekcié dinamikajat hivatott matematikailag egyszeriibb formdban reprezentalni [4]. Az egyen-

letrendszer a kovetkezd: 4
X

S =oly-)

dy _

3 = -2~y (3.1)
dz

T =xy— Pz

Ahol x, y és z alkotjdk a rendszer allapotait, t az id6, o, p, B pedig a kontroll-paraméterek. A fenti egyenlet-
rendszer a 0 = 10, B = 8/3 és p = 28 paramétervalasztds mellett kaotikus viselkedést mutat. Szamunkra ezen
paraméterek azért érdekesek, mert a fazistér attraktora megvalasztdsukkal fraktdl-tulajdonsagokra tesz szert,
mi pedig szdmolhatjuk annak fraktal-dimenzi6jat.

A Lorenz-modell kozonséges differencidlegyenlet rendszerét, figyelembe véve, hogy minél pontosabb gor-
békre lesz a kés6bbiekben sziikségem, 4-ed rend(i Runge-Kutta mddszerrel integraltam ki. Kezdeti feltételként
mindhdrom koordinatat egy egyenletes pszeudorandom generator segitségével inicializdltam, majd a trajekto-
ridkat 6t = 0.001-es 1épéskozokkel, ¢ = 0-t6l t = 1000-ig kovettem nyomon. A feladatot elvégzd néhany sor a
fuggelékben, az eredményiil kapott furcsa attraktor pedig a 3. dbrdn lelehet6 fel.

3.1. A FRAKTAL-DIMENZIO MEGHATAROZASA

A fraktdl-dimenzié meghatarozasdhoz a Minkowski-Bouligand doboz-szdmolés médszert hivtam segitségiil [5].
Elsd 1épésként a kapott pélya kezdeti szakaszatol (t = 0-t6l t = 20-ig) — annak érdekében, hogy csak az attrak-
tort magat vizsgalhassam — megszabadultam, majd a koordinatarendszer legnagyobb kiterjedésti (y) tengelyét
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3. &bra. A Lorenz eredeti paramétervilasztdsdval inditott rendszer furcsa-attraktora. Az eredeti palya kezdeti szakaszdt, mely a kiinduldsi
pontot is tartalmazta a képr0l esztétikai okokbol eltdvolitottam.

€ egyenld hossztsagu részre osztottam fel. Az x és z tengelyek [Xyin, Xmax]| €S [Ziin, Zmax) intervallumait hasonlé
€ hosszlisdgt szakaszokra daraboltam, ezaltal a fraktél altal kitoltott teljes térfogatot €3 térfogatti kockékkal
fedtem le. Az R segitségével ezt kovetéen definidltam egy 3 dimenziés tombot, és vizsgaltam, hogy a fraktal
pontjai beleesnek-e egy adott téglatestbe, vagy sem. Amennyiben a téglatestben a pontok szdma nulldndl na-
gyobb volt, tgy a 3 dimenziés tomb megfelel6 elemét 1-nek, ellenkezs esetben 0-nak vélasztottam. A teljes
térbeli tartomdny vizsgdlatanak befejeztével a tomb elemeinek osszegével (jeloljiik ezt N-nel) a fraktal-dimenzi6
mar megbecsiilhet6 volt:

. In|N(e
Ddohoz = lim | ( )|

0 In|1/€] (32)

Ertelemszer(ien a numerikus korlatok miatt nem tudunk e-nal nulléhoz tartani, igy azzal a "triikkel" éltem,
hogy tobb € értékre is megvizsgaltam N-t, majd az dsszetartozé In |N| - In|1/€| pontpérokra linedris regresszi-
6val egyenest illesztettem. A kapott egyenes meredekségével becsiilhet6 meg D.
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A furcsa attraktor Minkowski-Bouligand dimenzidjanak becslése
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4. dbra. A Lorenz-modell furcsa attraktordnak fraktdl-dimenzio becslése. Az egyenes meredeksége megegyezik a keresett fraktdldimenzié
értékével.

Az illesztett egyenes egyenlete tehat:
In|N| =a+ DIn|1/€], (3.3)

az illesztés eredményéiil kapott paraméterek és standard hibaik pedig:

a = 8.462 +0.002, ‘ D = 2.048 £ 0.002.

A kapott pontokat és az illesztett egyenest a 4. dbra tartalmazza. Az eredmény némileg alatta marad az iro-
dalomban fellelhetd (empirikusan szdmolt) 2.06 £ 0.01-es értéknek, ezen azonban nem lep&dhetiink meg. Fino-
mabb lépéskozii integralassal és kisebb felbontadssal ha napok alatt is, de elérhetnénk az irodalmi értéket.
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FUGGELEK

A LOGISZTIKUS LEKEPEZES BIFURKACIOS DIAGRAMJANAK FELVETELE

#Initializing x for the orbits and rvalues for the examined control parameters
x <— rep(0,1000)

rvalues <— pretty (2:4,50000)

x_final <— rep(0,length(rvalues))

counter <— 1

for(r in rvalues){ #<—— Iterating through all the defined r values
x[1] <— runif(n=1)
for (i in 2:length(x)){ #<—— Calculating the orbits
x[i1] <= r*x[i—-1]x(1—x[i—1])
}
x_final[counter] <— x[length(x)] # <—— Collecting the last (presumably stationary) value
counter <— counter + 1
cat(paste0("\r Current r :=", r, " "))

}

#+ Optional plot of x_final as a function of rvalues

A LOGISZTIKUS LEKEPEZES KULONBOZO DINAMIKAI TARTOMANYAINAK LJAPUNOV-EXPONENSEI

# Initializing a vector for the Ljapunov exponents
lambdas <— rep(0,1999);
counter <— 0;
for(r in seq(2.001,4,0.001)){
lambda <— 0; #<—— exponent of the current iteration x 10000
xnl <— runif(1);
counter <— counter+1;
for(i in 1:10000){
xn <— xnl;
xnl <— r*xxnx(l—xn);
if (i>1000)
lambda <— lambda+log(abs(r—2xr*xnl)); #<—— updating lambda
}
cat(paste0("\rCurrent r := ", r, " ", lambda/10000))
# Saving the Ljapunov exponent into the previously defined vector
lambdas[ counter]=lambda/10000;

A LOGISZTIKUS LEKEPEZES FURCSA ATTRAKTORANAK SZIMULACIOJA

sigma = 10 # <— Defining the state—vectors, parameters, and initial conditions
beta = 8/3
rho = 28

N <— 1000000
x <— rep(0,N)
y <— rep(0,N)
z <— rep(0,N)
x[1] <— runif(1)
y[1] <= runif(1)
z[1] <— runif(1)
deltat <— 0.001

#Approximating the dynamics of the system by using the simple Euler—method:
for (i in 2:N){

x[i] <= x[i—1] + sigmax*(y[i—1] — x[i—1]) * deltat

yl[i] <= yli—1] + (x[i—1]*(rho — z[i—-1]) — y[i—1]) * deltat

z[i] <= z[i—-1] + (x[i—-1]xy[i—1] — beta * z[i—1])xdeltat

cat(paste0("\r Current iteration:", i, " of ", N, " "))
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A MINKOWSKI-BOULIGAND DIMENZIO MEGHATAROZASANAK SORAI

Dvector <— numeric ()
Epsvector <— numeric ()
dt <— data.table(x = x, y =y, z = z) # <— collecting the coordinates into a data.table
counter <— 1
forM in seq(50,300,10)){
Darray <— array(rep(0 M"3), dim=c(MMM)) # <— defining the array (larger than needed)
yseq <— seq(min(y),max(y),length.out = M) # <— y sequence is the longest
epsilon <— yseq[2]—yseq[1] # <— here is our epsilon
xseq <— seq(min(x),max(x),by = epsilon)
xseq[length (xseq)+1] <— xseq[length(xseq)] + epsilon
zseq <— seq(min(z),max(z),by = epsilon)
zseq[length (zseq)+1] <— zseq[length(zseq)] + epsilon
# Filtering on the coordinates through 3 for loops
for (i in 1:length (xseq)){
temp <— dt[x >= xseq[i] & x < xseq[i+1],]
for(j in 1:length (yseq)){
if (nrow (temp) != 0)
temp <— temp[y >= yseq[i] & y < yseq[i+1],]
for (k in 1:length(zseq)){

if (nrow (temp) != 0)
temp <— temp[z >= zseq[i] & z < zseq[i+1],]
if (nrow (temp) != 0)

Darray[i,j k] <— 1

}

N <— sum(Darray)

D <— log(N)/log(1/epsilon)
Dvector[counter] <— D
Epsvector[counter] <— epsilon
counter <— counter + 1
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